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Riassunto. Si dà un nuovo risultato di regolarità massimale per il problema misto di Cauchy- 
Dirichlet parabolico: essenzialmente si forniscono condizioni necessarie e sufficienti (sotto ipotesi 


naturali di regolarità dei coefficienti e dell' aperto Q ) sui dati del problema affinchè ammetta una 
soluzione u tale che per t > 0 u(L,..) appartenga a C#+9(Q) (con 8 in JO, 1[) e d,u(t,.) appartenga a 


le(0)) e, inoltre, per un certo pi. in [0, Il, !lu(t,..)Ilan+9 + Na yu(t,.)lig = Ot) per t che tende a 0. Ciò 
costituisce una generalizzazione di un teorema dovuto a M. Lopez Morales di cui si dà una nuova 


prova, basata su tecniche di semigruppi analitici. 


Abstract. We give a maximal regularity result for the parabolic Cauchy-Dirichlet mixed problem: 
in essence, we furnish necessary and sufficient conditions (under suitable assumptions of regularity 


of the coefficients and of the open set 9 ) on the data of the problem in order to get a solution u 


such that for t > 0 u(t,.) belongs to C+) (with 9 in JO, 1[) and d;u(t,.) belongs to ca ) and, 
moreover. for a certain pi in [0, 11. Nu(t..)ilam+@ + Ho ut,.Illg = OC 1) for t going to O. This is a 
generalization of a theorem due to M. Lopez Morales, a new proof of which, using analytic 


semigroup techniques, is given. 
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Consideriamo il classico problema di Cauchy-Dirichlet parabolico 


d, u(t, x) = A(x,dx)u(t, x) +f(t, x), (t, x) E [0, TIxQ 
You(t, x')=0, (t,x') E 9Q, (1) 


u(0, x) = ug(x), xEQ 


ove A(x,d,) è un operatore fortemente ellittico del secondo ordine a coefficiente opportunamente 
regolari, Q è un aperto limitato in IR” con frontiera 39 sufficientemente regolare; yy indica 
l'operatore di traccia su 99. . 


Siamo interessati a soluzioni "strette", vale a dire a soluzioni dotate della derivata prima rispetto a t 


e delle derivate prime e seconde rispetto a x continue in [0, T]xQ; a tale riguardo esistono dei 


risultati classici dovuti a Solonnikov ( vedi {SO] ) relativi a f hdderiana di esponente 0 (E ]0, 1[) 
rispetto alla metrica parabolica in [0, TJx9: precisamente, se 9Q è una varietà di classe C*9, f è 


holderiana di esponente 8 rispetto alla metrica parabolica, upe C#9Q), Yoo=0 e yo(A(.,d uo 
+ f(0,.)) = 0, il problema (1) possiede un' unica soluzione u in senso stretto e tale soluzione u è tale 
che du assieme alle derivate prime e seconde rispetto a x è hdderiana di esponente 0 rispetto alla 
metrica parabolica. Questo risultato è di regolarità massimale, in quanto le condizioni assegnate sui 
dati sono necessarie e sufficiente per ottenere soluzioni della regolarità detta. 


Consideriamo ora il problema analogo per una classe più ampia di dati: precisamente, 


consideriamo una f che sia continua su [0, T]xQ, ma hélderiana di esponente 8 soltanto rispetto 


alle variabili x, uniformemente per t € (0, T] ( per indicare quest' ultima proprietà, scriveremo che 


f E B([0, T]; CX) ). Cominciamo col citare qualche risultato relativo a quest' ultimo caso; nel 
lavoro [KCL] è stato considerato il problema in [0, T]} x IR® senza condizioni al contorno: si 
dimostra che, se i coefficienti di A(x, 3) sono limitati e 0 -hdderiani su R®", 1' operatore è 
uniformemente fortemente ellittico, Up= 0, f è uniformemente continua e limitata su [0, T] x R" 


e 8- holderiana rispetto alle variabili x uniformemente in t, il problema 


A u(t, x) = A(x,9 Ju(t, x) + f(t, x), (t, x) E[0, Tlx R?, 


(2) 
u(0, x')= 0, xE RR" 


76 


possiede un' unica soluzione u appartenente assieme a du ea d,%u perogni aconlal <2 alla sopra 
citata classe che contiene f. 


Nel lavoro [LU] A. Lunardi studia il problema con condizioni al contorno del primo ordine 


9, u(t, x) = A(3,3 )U(t, x) +f(t,x), (tx) E 10, TIxQ 
B(x', 9) u(t,x')=0, (t,x') E 99, (3) 


u(0, x)=uo(x), * xE9, 


e, sotto ipotesi naturali sui coefficienti, prova che il problema (3) possiede una soluzione con la 


regolarità sopra citata se e solo sef E C({0, Tlx 0 B([0, T], leil(o) )), up E Cc 89) e B(x',d,) 
up =0su99. 
Naturalmente ci si aspetta un risultato analogo anche nel caso di condizioni di Dirichlet su 09; 


precisamente ci si aspetta che le condizioni necessarie e sufficienti nel caso di Dirichlet siano 


(Cf E C10, T]x 2)N B([0, TJ; CA), up E CYD), too =0, Yo (A(Ax)uo +f(0,.)) =0; 


(I' ultima condizione deriva dal fatto che l'operatore al contorno è di ordine 0). 

Questo problema è stato studiato da Sinestrari e von Wahl in [SW]; nel loro lavoro essi provano 
varie proprietà di regolarità della soluzione u, ma non provano alcun risultato di regolarità 
massimale; anzi, [SW] riporta un controesempio dovuto a Wiegner, che mostra che le condizioni 
(C1) non sono sufficienti a ottenere una soluzione con la regolarità voluta. Manca in effetti in (C1) 
una condizione necessaria; tale condizione è stata data per la prima volta la M. Lopez nel lavoro 


[ML] ( anche se non è chiaro che l'autore sia consapevole della necessità della condizione ). 
Vediamola: sia u una soluzione stretta di (1) con la regolarità vouta ( vu E C I([0, T]; c(e)n C([O, 
T]; CA) NBAA0, TI; C2+%)) con dju € B(10, T]; CXL)); dalla condizione al contorno in (1) 


segue yo (f(t..)) = - Yo(A(. Ix)ult, ));per0<s<t=<T si ha 


Mu(t, .) -u(s, JI 3 < C(Iu(t, .)- us, II 3)? (Hutt, .) - u(S, I gg) 9, 
< cost (t-s) 8 (4) 
usando il fatto che u è lipshitziana a valori in ca e che esiste C > 0 tale che per ogni f E 


C#%9) Il, a sCiiba 92 fl go 1 *? . Segue subito che yf E C®2 (10, T]; C(99); in 
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È) 
altre parole, la traccia di f su 2 deve essere haderiana di esponente 5 nella variabile t. Vale 


allora il seguente risultato: 


Teorema 1. ([LM]) Sia d L varietà di classe C?+?. per u certo 6 E J0, 1/; condizioni necessarie e 
sufficienti affinchè il problema (1) possieda una soluzione stretta u con dueo,u(ld<2)in 


B(10, T]; CX) è che valgano le condizioni (C1) e, in più, rf e C®2 (10, T]J; C(d 2). 


Vogliamo ora dare una generalizzazione del teorema 1, che è un caso particolare di un risultato più 
generale esposto in [GU]; cominciamo innanzi tutto con l' osservare che il teorema 1 (così come, 
più in generale i risultati classici di regolarità massimale) non mette in rilievo l'importante 
proprietà regolarizzante delle equazioni parabolici: precisamente non mette in rilievo il fatto che, 
partendo da un dato iniziale ug relativamente poco regolare, per tempi positivi la soluzione u 
acquista immediatamente tutta la regolarità permessa da f. Negli ultimi anni sono apparsi nuovi 
risultati di regolarità massimale che non adombrano questa proprietà ( vedi [AN] ). L' idea che 
svilupperò è di partire da una f tale che IIf(t, Ha <Ct"* (tE J0, T]), per un certo p € [o, 1[ 


(scriveremo f E B,.(10, T}; 2 )) ; cercheremo naturalmente una soluzione u con regolarità 
corrispondente; osserviamo che, poichè dju ha una singolarità debole per t= 0, u(0..) è ben 


definito. Ora si può dimostrare che, se 2(1-1) +9 & IN, {u(0,.) lu E C(J0, T]; C(Q) NC(O, T]; 


CX2)) N B,(10, T; C*%@)),3,uEB,(10, T} CXQ) }= CAI-9+9 (©). 


Vale il seguente teorema: 


Teorema 2. Siano 2 e A(x,9,) come nell' enunciato del teorema 1; siano 0 €]0, IU JI, 2[e pe 
[O, 1[, tali che 2(1-1) + 0 & XY; condizioni necessarie e sufficienti affinchè (1) possieda una 


soluzione u E CJ, TJ: C(@)) N C(JO, TY: CA)) N B,(10, T]: C?+%)) con du €B,.(0, T}; 
CX9)) }= CI) + 8(9) sono che : 
(SE C(JO, T]; C(2)) N B,(J0, T]; CUS); 


(1) up € C0-4) +99); 

(122) vof € cf (70, T}; C(9 2); 

(IV) yolio = 0; 

(V) se 8 > 21, y(A(..)uo +f(0,.))= 0. 
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Prima di dare un cenno della dimostrazione, qualche parola di commento sul teorema 2: innanzi 
tutto, a causa della singolarità per t = 0, richiederemo che la prima condizione in (1) valga soltanto 
per t > 0; le condizioni (I), (11) e (IV) sono chiare; veniamo alla condizione (III): intendiamo che 
valga la maggiorazione Ilyof(t,.) - Yof(s,)Ilo,aa = COSÌ (t - s)0!2 s-} ;la necessità di (III) si può 
provare con un ragionamento analogo a quello per la condizione corrispondente relativa al 


problema 1. Per quanto riguarda la condizione (V), osserviamo che vale il seguente 


Lemma 1. Siano E ‘uno spazio di Banach, a E JO, I/, n E [0, 1[; allora, 
(a)se a > p, C (10, T}; E) CC®"([0, T}; E); 


(b) se a < 1, C 000, T}; E)CBya (10, T]; E). 


Perciò, se 21 < 8, yof(0,.) è ben definito (anche se non è necessariamente ben definito f(0,.)). 
Inoltre, per le solite stime interpolatorie, in tal caso uE dar (10, T}; CX9) e quindi, ancora per il 


lemma 1, A(.,9,)u(0,.) è ben definito. In tal modo si giustifica la condizione (V). 

Veniamo ora alla sufficienza delle condizioni (1)-(V); ci limitiamo a considerare il caso ug = 0. 
Quindi, (V) diventa: se 0>2u, Yo(f(0, .)) = 0. 

Introduciamo ora la seguente convenzione notazionale: nel seguito scriveremo f(t) invece di f(t,.), 


u(t) invece di invece di u(t,.), ecc.. E' ben noto (vedi [ST] ) che, posto 


D(A):= {U E Njgpuo W2P(Q)] you = 0, A(..d)u E e (0))9 Au := A(.,dy)u, A è il generatore 


infinitesimale di un semigruppo analitico {T(t) | t = 0} (non fortemente continuo in 0) nello spazio 


C(Q); poniamo 


t 
u(t) = JT f(s) ds (5) 
(0) 


u è il candidato naturale a essere la soluzione di (1). Cerchiamo delle stime per T(t) n spazi di 

funzioni hdderiane; ricordando la formula T(t) = (2xi)! S exp) (A - AYI dà sul solito arco 
Y 

parametrizzato y con sostegno in p(A) che va da coé80 a eg per un opportuno 69€ ] > rl 

partiamo da una stima di (4. - A)": il seguente risultato è la generalizzazione di una stima dovuta a 


Bolley, Camus, Pham-The-Lai (vedi [BCP]): 
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Lemma 2. Sotto l' ipotesi del teorema 2, esistono R=0 ed M> O tali che, se \Arg(A)| < ANNE 


R, AE p(A),(A-A)! (C%92)) CC? 99) e vale la seguente stima per ogni fE CX9): 


\AlIA-A)7 filga +IA-A) fl, go SMINfI pa +14192 Il ygfil030). (6) 


Dal lemma 2 segue la stima 


IT(O£ IS +1 ITO£I, o < CIUFILS +1 92 lyofllo,a0] (2 


per t € [0, T]. Poniamo ora 


t 
TED (0) = f T(8) ds= (2ri)"! f exp(h) A (A.- AV di (8) 
0 Y 
(se y " gira a destra di 0). 


Da (6) segue la stima 


ITEM (FIS +0 ITDfI go s CILIFI, a +1 92 Ivolllo.a0] O) 


t 
Poniamo uj(t) = {T(9) IFG) - f(0] ds, ug (0) = TC (1) f(1); è chiaro che u= u| + 47; da (7) 
0 


(interpolando) e dalle ipotesi su f segue facilmente che 


IT (t- 5) [f(8)-f(D]II, <cost(t- s)0/2-1 sh, 


da cui segue che uy E C(J0, T]; c2 (2) e quindi che u € C(J0, T]; C2 (Q )) ; sempre con 


argomenti più o meno standard, si vede che u E cl(o, TE (2); quindi, per t> 0, u(t) ED(A)e 
u' (6) = Au(t) + f(t). 


La parte cruciale della dimostrazione sta nel provare che due AUE By(10, T]; lele) )); basta 


chiaramente provarlo per uno dei due; il risultato per l' altro seguirà immediatamente per 


differenza. Verifichiamo allora che Au € B,.(10, T]; C%0)). Cominciamo con Auy: si ha pert>0 
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Auz(t) = A TE! (1) f(1) = T(1) f(1) - {(1); f appartiene per ipotesi a B,,(10, T]; C®X9)); inoltre, 
TOI Io «CIO I +1 9/2 vo fDloa0l; 
osserviamo ora che da (III) e (V) e dal lemma 1 segue che in ogni caso 
lYof(t))Il,a0 = Cost Pa 
da ciò sj ha che Au, € By(10, T]; CX9); per dimostrare l'analogo risultato per Au, ricordiamo 


che, per un risultato di A. Lunardi lo spazio di interpolazione complesso (C(Q ), D(A))e/20 


coincide con {g € CXA))I 10 £ = 0}. Verificheremo che Au, € B,(10, T]; (C(9), D(A))gy20 ) A 
tale scopo facciamo l'ipotesi semplificante che [0, +°of E p(A): in tal caso, possiamo utilizzare la 


seguente caratterizzazione, dovuta a P. Grisvard di (CQ), D(A))g/2.0 : 


(C(9), D(A))g20 = {g ECQNE + EIZIAE - A)! gii 2 è limitata su [0, +ce[}. (10) 
Con qualche modificazione rispetto al classico metodo di Da Prato-Grisvard (vedi {DPG]}), si ha 


2 
92 IA(E- A) u(0)ll5 


{ 
= 22 N2rd)! fly eepa(e9) A (E- 1ACA - A) {f(8)- f(0] dA) ds Il a 
O yY 
t 
<cost E! fg exp(Re Mt-3) 1] JE-2-!I(A - A) If(8) -f(D] ly 3 dI) ds. 
d: y 


Utilizzando (6) e le stime interpolatorie si ottiene 


I - AYI Hf(8) - 10] I 3 scost( NOMI) - 10 Io + IMolf®) - PO) s0) 


< cost [ ny-9/2 s'b+ (1-8)? 56} 


da cui si ottiene &8"2 A(E- A)" uj(t) Mo Scott Le, 
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